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Bu tezde, cizgeler iizerinde bir kose takip oyunu olan "Hirsiz-Polis" oyunu
incelenmektedir. Oyunun c¢izgeler iizerinde incelenmesi fikri, popiiler video oyunu
Pac-Man’in analizinden kaynaklanmaktadir. Bu oyunda, her hamle ¢izge iizerindeki bir
kenara kargilik gelir. Oyunda hirsiz ve polis olmak iizere iki tiir oyuncu yer alir. Oyuncu
sayis1, ¢izgenin kose noktalartyla sinirlanir. Oyunun basinda, her oyuncu bir kose noktasi
secer ve her turda, komsu koselere hareket edebilir veya mevcut yerlerinde kalabilirler.

Oyunun amaci, en az sayida polis kullanarak hirsizi yakalamaktir. Hirsizi
yakalamak i¢in gereken minimum polis sayisina ¢izgenin "polis sayis1” denir. Bu tezde,
belirli cizge tiirleri icin polis sayis1 belirlenmekte ve oyun, ¢izgenin alt ¢izgeleri iizerinde
oynandiginda polis sayisinin nasil degistigi arastirilmaktadir. Ayrica, oyunun yeni bir

versiyonu tanitilarak klasik versiyonuyla karsilastirilmigtir.

Anahtar Sozciikler: Anahtar sozciik 1, Anahtar sozciik 2, Anahtar sozciik 3, Anahtar

sozciik 4, Anahtar sozcik 5.
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ABSTRACT

A DETAILED INVESTIGATION OF THE CLASSICAL COPS AND ROBBERS
GAME DEFINED ON VARIOUS AND MUTUALLY DISTINCT FAMILIES OF
GRAPHS

Nazlican CAKMAK
Department of Mathematics
Programme in Analysis and Theory of Functions

Eskisehir Technical University, Institute of Graduate Programs, July 2025

Supervisor: Prof. Dr. Emrah AKYAR
Co-Supervisor: Prof. Dr. Handan AKYAR

The inspiration for studying this game on graphs comes from an analysis of the
popular video game Pac-Man. In this game, each move corresponds to an edge in the
graph. The game involves two players: the cop and the robber. The number of players
is limited by the vertices of the graph. At the beginning of the game, each player selects
a vertex, and in each round, they can either move to adjacent vertices or remain in their
current positions. The objective of the game is to capture the robber using the minimum
number of cops. This minimum number of cops required to catch the robber is called the
cop number of the graph.

The main focus of this thesis is to determine the cop number for specific graphs. It
explores how the cop number changes when the game is played on various subgraphs of
the original graph. Furthermore, a new version of the game is introduced and compared

to the classical version.

Keywords: First keyword, Second keyword, Third keyword, Fourth keyword, Fifth
keyword.
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1. GIRIS

Cizge kurami, temelleri 1736 yilinda Leonhard Euler tarafindan atilan matematigin
bir alt dalidir. Bu kuram aslinda Konigsberg’in 7 kopriisii" isimli bir matematik problemi
olarak ortaya ¢ikmistir. Giiniimiizde ¢izge kurami bilgisayar bilimleri, miihendislik
bilimleri, sosyoloji, isletme, genetik bilimi, cografya gibi bircok alanda kullanilmaktadir.
Cok sayida gercek hayat problemi ¢izgeler yardimiyla modellenip ¢oziilebilmektedir.

Bu tezde, ¢izgeler iizerinde oynanan baz1 koge takip oyunlari, 6zellikle de Hirsiz-
Polis oyunu ele alinmistir. Cizgeler iizerinde kose takip oyunu, ¢izgenin kose noktalar1 ve
kenarlari lizerinde oyuncularin belli kurallara gore hamleler yapmasi olarak tanimlanabilir.
Kose takip oyunlarindan en popiiler olan Hirsi1z-Polis oyunu, 1980’lerin basinda ortaya
atilmis ve giiniimiize kadar degiserek ve geliserek ulagsmistir. Oyun, temelde verilen ¢izge
tizerinde bir hirsiz1 yakalamaya calisan polislerden olusmaktadir. Hirs1z ve polislerin sayisi
oyunun iizerinde oynandigi cizgenin kose noktalari ile sinirlidir ve her turda oyuncular
bulunduklar1 kdse noktalarinin komsu kose noktalarina hamle yapabilir veya olduklar

kose noktasinda kalabilirler. Amag en az sayida polisle hirsiz1 yakalamaktir.

1.1. Temel Tanimlar

Bu boliimde cizge kuramu ile ilgili sonraki boliimler i¢in gerekli olan bazi temel
tanim ve teoremlerden bahsedilmistir. Bu tanim ve teoremler i¢in [2, 8, 28] referanslarindan

yararlanilmistir.

1.1.1. Cizge ile ilgili tanimlar

Tanmm 1.1. V # 0 ve sonlu bir kiime, E kiimesi de V kiimesinin iki elemanli bazi alt
kiimelerinden olusan bir kiime olmak iizere; G = (V, E) yapist1 bir ¢izge belirtir. Burada
V kiimesi G ¢izgesinin kose noktalari, E kiimesi de G ¢izgesinin kenarlar kiimesi olarak

adlandiriir.

Tablo 1.1 ile Platonik cizgelerin cesitli 6zellikleri verilmektedir.

1.1.2. Cizge ile ilgili olmayan baz tanimlar

Nulla malesuada porttitor diam. Donec felis erat, congue non, volutpat at, tincidunt
tristique, libero. Vivamus viverra fermentum felis. Donec nonummy pellentesque ante.
Phasellus adipiscing semper elit. Proin fermentum massa ac quam. Sed diam turpis,
molestie vitae, placerat a, molestie nec, leo. Maecenas lacinia. Nam ipsum ligula, eleifend
at, accumsan nec, suscipit a, ipsum. Morbi blandit ligula feugiat magna. Nunc eleifend

consequat lorem. Sed lacinia nulla vitae enim. Pellentesque tincidunt purus vel magna.



Tablo 1.1. Bu tablo, bes platonik kati cismin ¢izge karsiliklarinin temel ozelliklerini gostermektedir. Her
cizge icin koge sayisi, kenar sayisi, ¢izgenin yarigapi, ¢api ve kromatik sayisi verilmistir. Yarigap,
cizgenin herhangi bir kosesinden diger kogelere olan en kisa yollarin minimum uzunlugunu; ¢ap
ise ¢izgenin en uzak kose ciftleri arasindaki en kisa yol uzunlugunu ifade etmektedir. Kromatik
sayt ise cizgenin boyanmasinda gerekli minimum renk sayisint belirtir

Cizge Kose | Kenar | Yaricap | Cap | Kromatik Say1
Tetrahedron 4 6 1 1 4
Cube 8 12 3 3 2
Octahedron 6 12 1 2 4
Dodecahedron | 20 30 5 5 3
Icosahedron 12 30 1 3 4

Integer non enim. Praesent euismod nunc eu purus. Donec bibendum quam in tellus.
Nullam cursus pulvinar lectus. Donec et mi. Nam vulputate metus eu enim. Vestibulum

pellentesque felis eu massa.



2. OLDUKCA UZUN GORUNEBILECEK BiR BOLUM BASLIGI OLSUN DiYE
YAZILAN BIiR BASLIK

Lorem ipsum dolor sit amet, consectetuer adipiscing elit. Ut purus elit, vestibulum
ut, placerat ac, adipiscing vitae, felis. Curabitur dictum gravida mauris. Nam arcu libero,
nonummy eget, consectetuer id, vulputate a, magna. Donec vehicula augue eu neque.
Pellentesque habitant morbi tristique senectus et netus et malesuada fames ac turpis
egestas. Mauris ut leo. Cras viverra metus rhoncus sem. Nulla et lectus vestibulum urna
fringilla ultrices. Phasellus eu tellus sit amet tortor gravida placerat. Integer sapien est,
iaculis in, pretium quis, viverra ac, nunc. Praesent eget sem vel leo ultrices bibendum.
Aenean faucibus. Morbi dolor nulla, malesuada eu, pulvinar at, mollis ac, nulla. Curabitur
auctor semper nulla. Donec varius orci eget risus. Duis nibh mi, congue eu, accumsan
eleifend, sagittis quis, diam. Duis eget orci sit amet orci dignissim rutrum.

Nam dui ligula, fringilla a, euismod sodales, sollicitudin vel, wisi. Morbi auctor
lorem non justo. Nam lacus libero, pretium at, lobortis vitae, ultricies et, tellus. Donec
aliquet, tortor sed accumsan bibendum, erat ligula aliquet magna, vitae ornare odio metus a
mi. Morbi ac orci et nisl hendrerit mollis. Suspendisse ut massa. Cras nec ante. Pellentesque
a nulla. Cum sociis natoque penatibus et magnis dis parturient montes, nascetur ridiculus
mus. Aliquam tincidunt urna. Nulla ullamcorper vestibulum turpis. Pellentesque cursus
luctus mauris.

Nulla malesuada porttitor diam. Donec felis erat, congue non, volutpat at, tincidunt
tristique, libero. Vivamus viverra fermentum felis. Donec nonummy pellentesque ante.
Phasellus adipiscing semper elit. Proin fermentum massa ac quam. Sed diam turpis,
molestie vitae, placerat a, molestie nec, leo. Maecenas lacinia. Nam ipsum ligula, eleifend
at, accumsan nec, suscipit a, ipsum. Morbi blandit ligula feugiat magna. Nunc eleifend
consequat lorem. Sed lacinia nulla vitae enim. Pellentesque tincidunt purus vel magna.
Integer non enim. Praesent euismod nunc eu purus. Donec bibendum quam in tellus.
Nullam cursus pulvinar lectus. Donec et mi. Nam vulputate metus eu enim. Vestibulum

pellentesque felis eu massa.

2.1. Bir Diger Alt Bashk

Suspendisse vel felis. Ut lorem lorem, interdum eu, tincidunt sit amet, laoreet vitae,
arcu. Aenean faucibus pede eu ante. Praesent enim elit, rutrum at, molestie non, nonummy
vel, nisl. Ut lectus eros, malesuada sit amet, fermentum eu, sodales cursus, magna. Donec
eu purus. Quisque vehicula, urna sed ultricies auctor, pede lorem egestas dui, et convallis
elit erat sed nulla. Donec luctus. Curabitur et nunc. Aliquam dolor odio, commodo pretium,

ultricies non, pharetra in, velit. Integer arcu est, nonummy in, fermentum faucibus, egestas



vel, odio.

Sed commodo posuere pede. Mauris ut est. Ut quis purus. Sed ac odio. Sed vehicula
hendrerit sem. Duis non odio. Morbi ut dui. Sed accumsan risus eget odio. In hac habitasse
platea dictumst. Pellentesque non elit. Fusce sed justo eu urna porta tincidunt. Mauris felis
odio, sollicitudin sed, volutpat a, ornare ac, erat. Morbi quis dolor. Donec pellentesque, erat
ac sagittis semper, nunc dui lobortis purus, quis congue purus metus ultricies tellus. Proin
et quam. Class aptent taciti sociosqu ad litora torquent per conubia nostra, per inceptos
hymenaeos. Praesent sapien turpis, fermentum vel, eleifend faucibus, vehicula eu, lacus.
Tablo 2.1. Bazi temel diziler ve seriler icin genel terim, kismi toplam ve yakinsaklik ézellikleri. Bu tablo,

ozellikle analiz derslerinde sik¢a karsilasilan aritmetik ve geometrik diziler ile bazi klasik serilerin
davramslarin 6zetlemek amaciyla hazirlanmstir.

Dizi / Seri Genel Terim S, (Kismi Toplam) Yakinsakhik
Aritmetik Dizi | a, =a;+(n-1)d | S, = g(Zal +(n-1)d) Iraksak (d # 0)
T=77
Geometrik Dizi an=ar"! S, =a; 1 ! |r| < 1ise yakinsak
—r
Geometrik Seri Z ar” a Ir| <1
1-r
n=0
=
Harmonik Seri Z - — Iraksak
n
n=1
.. = .
p-Serisi Z pry — p > 1 ise yakinsak
n=1
Ustel Seri Z a e* Her x € R igin yakinsak
o n!

2.1.1. Diger tammmlar

Bir G cizgesinin kdse noktalar1 veya kenarlar kiimesinden bahsedildigini belirtmek
icin genellikle V(G) ve E(G) gosterimleri kullanilir. Burada G ¢izgesinin herhangi iki u
ve v kose noktasini birlestiren kenar genel olarak {u, v} ile ya da kisaca uv ile gosterilir.

Cizgeler genellikle; kose noktalar1 diizlemde noktalar, kenarlar1 ise kose
noktalarina karsilik gelen bu noktalar arasina cizilen c¢izgilerden olusan diyagramlar

yardimiyla gosterilir.

Tamm 2.1. Bir u € V(G) kose noktast icin, u kose noktasina gelen kenarlarin sayisina u

kose noktasinin derecesi denir ve deg(u) ile gosterilir.

Teorem 2.2 (El Sikisma Teoremi). Bir G = (V, E) ¢izgesinde tiim kose noktalarinin

dereceleri toplami, kenar sayisinin iki katina esittir. Yani,

Zdeg(v) = 2|E| 2.1)

veV
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Sekil 2.1. Bir G ¢izgesi 6rnegi olsun diye koyulan ama koyulmasa da olabilecek olan bir sekil

olur.

Kamt. Her bir kenarin iki u¢ noktasinin ¢izgenin toplam derecesine katkisi 2

olacagindan tiim noktalarin derecelerinin toplami1 kenar sayisinin iki katina egit olur. O

Tablo 2.2 ile Platonik cizgelerin ¢esitli 6zellikleri verilmektedir.

Tablo 2.2. Her ¢izge icin kose sayisi, kenar sayisi, cizgenin yaricapi, ¢capt ve kromatik sayist verilmigtir.
Yaricap, cizgenin herhangi bir kosesinden diger kogselere olan en kisa yollarin minimum
uzunlugunu; cap ise ¢izgenin en uzak kose ciftleri arasindaki en kisa yol uzunlugunu ifade

etmektedir.
Cizge Kose | Kenar | Yaricap | Cap | Kromatik Say1
Tetrahedron 4 6 1 1 4
Cube 8 12 3 3 2
Octahedron 6 12 1 2 4
Dodecahedron 20 30 5 5 3
Icosahedron 12 30 1 3 4

2.2. Bir Baska Alt Bashk

Lorem ipsum dolor sit amet, consectetuer adipiscing elit. Ut purus elit, vestibulum
ut, placerat ac, adipiscing vitae, felis. Curabitur dictum gravida mauris. Nam arcu libero,
nonummy eget, consectetuer id, vulputate a, magna. Donec vehicula augue eu neque.
Pellentesque habitant morbi tristique senectus et netus et malesuada fames ac turpis
egestas. Mauris ut leo. Cras viverra metus rhoncus sem. Nulla et lectus vestibulum urna
fringilla ultrices. Phasellus eu tellus sit amet tortor gravida placerat. Integer sapien est,
iaculis in, pretium quis, viverra ac, nunc. Praesent eget sem vel leo ultrices bibendum.
Aenean faucibus. Morbi dolor nulla, malesuada eu, pulvinar at, mollis ac, nulla. Curabitur
auctor semper nulla. Donec varius orci eget risus. Duis nibh mi, congue eu, accumsan
eleifend, sagittis quis, diam. Duis eget orci sit amet orci dignissim rutrum.

Nam dui ligula, fringilla a, euismod sodales, sollicitudin vel, wisi. Morbi auctor



lorem non justo. Nam lacus libero, pretium at, lobortis vitae, ultricies et, tellus. Donec
aliquet, tortor sed accumsan bibendum, erat ligula aliquet magna, vitae ornare odio metus a
mi. Morbi ac orci et nisl hendrerit mollis. Suspendisse ut massa. Cras nec ante. Pellentesque
a nulla. Cum sociis natoque penatibus et magnis dis parturient montes, nascetur ridiculus
mus. Aliquam tincidunt urna. Nulla ullamcorper vestibulum turpis. Pellentesque cursus

luctus mauris.

2.2.1. Ornek olsun diye yazilan bir baska iiciincii diizey bashk 6rnegi

Lorem ipsum dolor sit amet, consectetuer adipiscing elit. Ut purus elit, vestibulum
ut, placerat ac, adipiscing vitae, felis. Curabitur dictum gravida mauris. Nam arcu libero,
nonummy eget, consectetuer id, vulputate a, magna. Donec vehicula augue eu neque.
Pellentesque habitant morbi tristique senectus et netus et malesuada fames ac turpis
egestas. Mauris ut leo. Cras viverra metus rhoncus sem. Nulla et lectus vestibulum urna
fringilla ultrices. Phasellus eu tellus sit amet tortor gravida placerat. Integer sapien est,
iaculis in, pretium quis, viverra ac, nunc. Praesent eget sem vel leo ultrices bibendum.
Aenean faucibus. Morbi dolor nulla, malesuada eu, pulvinar at, mollis ac, nulla. Curabitur
auctor semper nulla. Donec varius orci eget risus. Duis nibh mi, congue eu, accumsan

eleifend, sagittis quis, diam. Duis eget orci sit amet orci dignissim rutrum.

2.2.2. Bir tane daha ornek olsun diye yazilan bir bagka iiciincii diizey bashk ornegi

Nam dui ligula, fringilla a, euismod sodales, sollicitudin vel, wisi. Morbi auctor
lorem non justo. Nam lacus libero, pretium at, lobortis vitae, ultricies et, tellus. Donec
aliquet, tortor sed accumsan bibendum, erat ligula aliquet magna, vitae ornare odio metus a
mi. Morbi ac orci et nisl hendrerit mollis. Suspendisse ut massa. Cras nec ante. Pellentesque
a nulla. Cum sociis natoque penatibus et magnis dis parturient montes, nascetur ridiculus
mus. Aliquam tincidunt urna. Nulla ullamcorper vestibulum turpis. Pellentesque cursus

luctus mauris.

Tablo 2.3. Bazi temel tiirevler ve integraller

Fonksiyon f(x) | Tiirev f'(x) | Belirsiz integral / f(x)dx
xn+l
n -1 n-1
x" (n#-1) nx i1
sinx CcoS X —cosx+C
Ccos X —sinx sinx +C
er e* e +C
|
Inx (x > 0) - xlnx-x+C
X
1 —2x
_— arctanx + C
1+x2 (1+x2)2 *
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Sekil 2.2. Petersen cizge, 10 kése ve 15 kenara sahip, 3-regiiler bir ¢izgedir. Cizge, yiiksek simetriye sahip
olup, Hamilton dongiisii icermez. Kapsamli bir 6rnek olarak ¢izge kuranu ¢calismalarinda stk¢a
kullanilir.

2.3. Bir Diger Uzunca Sayilabilecek iki Satir Olacak Sekilde Bir Alt Bashk Ornegi

Quisque ullamcorper placerat ipsum. Cras nibh. Morbi vel justo vitae lacus tincidunt
ultrices. Lorem ipsum dolor sit amet, consectetuer adipiscing elit. In hac habitasse platea
dictumst. Integer tempus convallis augue. Etiam facilisis. Nunc elementum fermentum
wisi. Aenean placerat. Ut imperdiet, enim sed gravida sollicitudin, felis odio placerat
quam, ac pulvinar elit purus eget enim. Nunc vitae tortor. Proin tempus nibh sit amet nisl.
Vivamus quis tortor vitae risus porta vehicula.

Fusce mauris. Vestibulum luctus nibh at lectus. Sed bibendum, nulla a faucibus
semper, leo velit ultricies tellus, ac venenatis arcu wisi vel nisl. Vestibulum diam. Aliquam
pellentesque, augue quis sagittis posuere, turpis lacus congue quam, in hendrerit risus eros
eget felis. Maecenas eget erat in sapien mattis porttitor. Vestibulum porttitor. Nulla facilisi.
Sed a turpis eu lacus commodo facilisis. Morbi fringilla, wisi in dignissim interdum, justo
lectus sagittis dui, et vehicula libero dui cursus dui. Mauris tempor ligula sed lacus. Duis
cursus enim ut augue. Cras ac magna. Cras nulla. Nulla egestas. Curabitur a leo. Quisque
egestas wisi eget nunc. Nam feugiat lacus vel est. Curabitur consectetuer.

Cizgeler iizerinde bir bagka ¢arpim da giiclii carpim (strong product) islemidir. G

ve H ¢izgelerinin giiclii carpimi olan G ® H ¢izgesi, kose noktalar: kiimesi

V(G H) = V(G) x V(H)



ve kenarlar kiimesi de
E(GrH) = {{(u,u), v,vV)} (u=vve{u',v'} € E(H)) veya
(u" =v' ve {u,v} € E(G)) veya
({u,v} € E(G) ve {u',v'} € E(H))}

seklinde tanimlanan bir ¢izgedir.

Ornegin, Sekil 2.3 ile P, ® P3 ve P, ® C; giiglii garpim cizgeleri gosterilmektedir.

(1,3) (2,3) (1,3) (2,3)
(1,2) (2,2) (1,2) (2,2)
(1,1) 2,1) (1,1) (2,1)

Sekil 2.3. P, ® P3 ve Py ® C3 giiclii carpim cizgeleri

Enomoto ve digerleri, ¢esitli ¢izgelerin gii¢lii carpimlarinin oyun kromatik sayilari

ile ilgili 6nemli sonuglar elde etmistir [3].

Teorem 2.3 ([3]). Keyfi r > 2 ¢ift tamsayis1 i¢in

Xg(G X K;) > l)(g(G)
esitsizligini saglayan sonsuz sayida G cizgesi vardir.

¢t tamsayisinin tek olmasi durumunda bu iddianin gecerli olup olmadig1 ise
kanitlanamamustir.

Cizgelerin bir bagka carpimi da nokta ¢arpimi (corona product) olarak adlandirilan
carpimdir. Eger G ve H cizgeleri sirasiyla ny ve np kose noktali gizgeler ise, G ve H
cizgelerinin nokta carpimi olan G o H ¢izgesi, G c¢izgesinin bir kopyasi ile H ¢izgesinin
n; tane kopyas1 alinip, G ¢izgesinin i. kose noktasi ile H ¢izgesinin i. kopyasinin tiim kose
noktalart arasina bir kenar cizilmesiyle elde edilir.

Ornegin, Sekil 2.4 ile C4 o C3 nokta garpim cizgesinin elde edilisi gosterilmektedir.

Cizgelerin nokta carpiminin oyun kromatik sayilari ile ilgili literatiirde ¢ok fazla
calisma bulunmasa da, [2] ve digerleri P, o C,, nokta carpim cizgesinin oyun kromatik

sayisini belirlemistir.

Teorem 2.4 ([2]). Hern > 2 ve m > 3 igin
Xg(Cm o Pm) =4
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Z
<

Sekil 2.4. C4 o C3 nokta ¢arpim ¢izgesi

=
[

olur.

Bazi n dogal sayilart igin yg (Pp), ¥4 (Pn), ¥1g(Pn) ve y;,(Pp) degerleri Tablo 2.4 ile

verilmistir.

Tablo 2.4. Bazi n saydar i¢in yg(Pn), Yo (Pn), Yig(Pn) ve y14(Pn) degerleri

n |3/4|5]/6[7|8]|9]10
ye(Py) | 1]2]33|3[4[5]5
Yo(Py) |2(2/3|3|4]4|5]5
yie(Py) | 2]3]3]4|5]6]6]|7
Yie(P) [2]3]4]4|5]6]6]|7

[4] ile verilen calismada sunulan, oyun baskinlik sayisina iligkin genel iist sinir ve

kanit agagida sunulmustur.

Teorem 2.5 ([4]). G, domine edilmemis izole kose nokta bulundurmayan, kismen domine
edilmis bir ¢izge olsun. Eger G cizgesi, d tane domine edilmis ve s tane doymus kose

noktasina sahip, n kdse noktali bir cizge ise,
1 , 1
¥¢(G) < 5(2n—s—d) ve Y¢(G) < 5(2n—s—d+1)
esitsizlikleri saglanir.

Kamt. Genelligi bozmaksizin, G ¢izgesinin kiicliltiilmiis bir c¢izge oldugu
varsayilsin. Bu varsayim, oyunun sonucunu etkilemeyecegi i¢in sakincasizdir. Bu
durumda G cizgesinin s > 0 tane doymus kose noktasi vardir; bu kose noktalart G
cizgesinde izoledir ve varsa geri kalan n — s kose noktasi izole degildir. Kanit, n — s
tizerinden tiimevarim yoluyla yiiriitiliir.

Egern—s = Oise, G ¢izgesinin tiim kose noktalart doymustur. Budurumdan = s = d
olur ve ¥, (G) = v,(G) =0 = (2n — 5 — d) /3 esitligi saglanir. Dolayisiyla temel durumda

esitsizligin gecerli oldugu goriiliir.



n —s > 0 olsun. O halde G c¢izgesinin en az iki kose noktasi bulunduran, en az
bir bileseni vardir. Tiimevarim hipotezi olarak, G’ kii¢iiltiilmiis ¢izgesinin d’ tane domine
edilmis, s’ > s olmak iizere, s’ tane doymus kose noktasina sahip, n kdse noktali bir ¢izge
oldugu ve y,(G’) < %(211 —s'=d')ileyy,(G') < %(Zn —s"—d’+1) esitsizliklerinin gecerli
oldugu kabul edilsin.

G cizgesinin her biri K, ile izomorfik olan £ > 1 tane, en az bir kose noktasi
bulunduran bilesene sahip oldugu varsayilsin. Bu durumda n — s = 2k ve her K> bileseni
en az bir domine edilmemis kose noktasi icerdiginden, d < s+k esitsizligi saglanir. Ayrica

oyunun geri kalaninda her bilesende yalnizca bir hamle yapilmasi miimkiindiir. O halde
1 1
¥5(G) = v,(G) =k = 5(2(s +2k)—s—(s+k)) < §(2n —s—d)

olup her iki sinir da gecerlidir. Dolayisiyla, G ¢izgesinin en az ii¢ kose noktasina sahip
en az bir bilegen igerdigi durum incelenmelidir. Aksi halde esitsizliklerin gecerli oldugu
goriilmiistiir.

G ¢izgesinin en az ii¢ kdse noktasina sahip, en az bir bilesen icerdigi varsayilsin. Ik
hamleyi yapan Oyalayan oyuncu olsun. G’, d’ tane domine edilmis ve s” tane doymus kose
noktasina sahip, n kose noktali kii¢iiltiilmiis ¢izgeyi gostersin. G’ ¢izgesinin, izole olmayan
domine edilmemis kose noktas1 icermedigine dikkat edilmelidir. Ciinkii G’ ¢izgesinin en
az bir kose noktasina sahip her bileseni, en az bir tane domine edilmemis kdse noktasina
sahiptir ve G’ cizgesindeki domine edilmemis tiim koge noktalari, G ¢izgesinde sahip
oldugu dereceye sahiptir. Oyalayan oyuncunun hamlesi en az bir yeni kose noktasini
domine eder ve en az bir yeni kdse noktasini (hamle olarak secip oynadigi kdse noktasi)

doyurur. Buradan d” > d + 1 ve s’ > s + 1| sonuglar1 elde edilir. O halde

Ye(G) = 147%,(G)

1
< 1+§(2n—s/—d’)
1
< 1+§(2n—(s+1)—(d+1))
1
= 5(2n—s—d+1)

olup esitsizlik saglanir. Burada ilk esitlik Oyalayan oyuncunun hamlesinin optimalliginden,
ikinci esitsizlik G’ cizgesine uygulanan tiimevarim hipotezinden, iigiincii esitsizlik ise
yukarida elde ettigimiz sonuclardan kaynaklanir.

Simdi de ilk hamleyi yapanin Baskin oyuncu oldugu varsayilsin. C, G ¢izgesinin
en az ii¢ kdse noktasina sahip, keyfi bir bileseni olsun. Incelenmesi gereken iki durum
s0z konusudur. Her iki durum da incelenirken Baskin oyuncunun hamlesi belirlenerek, G’
cizgesinin d’ tane domine edilmis ve s’ tane doymus kdse noktasina sahip, n koge noktali

kiicultiilmiis cizgeyi gosterdigi kabul edilsin.
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1. Durum: C bilegeninin bir yaprag1 vardir. v kdse noktasi, C bileseninin herhangi bir

yapragi ve u da onun komsusu olsun.

Hem v kose noktas1 hem de u kose noktast domine edilmemisse, o zaman Baskin
oyuncu v kose noktasini secer, boylece hem u# hem de v kose noktasini domine eder

ve doyurur. Buradan s” > s +2 ve d’ > d + 2 sonuglari elde edilir. O halde

¥5(G) < 1+y,(G)

1
< 1+§(2n—s’—d'+l)
1
< 1+§(2n—(s+2)—(d+2)+1)
1
= §(2n—s—d)

olup esitsizlik saglanir. Burada ilk esitsizlik Baskin oyuncunun hamlesinin
optimalliginden, ikinci esitsizlik G’ ¢izgesine uygulanan tiimevarim hipotezinden,

liciincii esitsizlik ise yukarida elde edilen sonuglardan kaynaklanir.

Bunun yerine, v kdse noktasinin domine edilmemis fakat u# kdge noktasinin domine
edilmis oldugu varsayilsin. C bileseni en az ii¢ kdse noktasina sahip oldugundan
ve domine edilmis kose noktalar1 arasinda kenar bulunmadigindan, bu durum u
kose noktasinin v kose noktasindan farkli, domine edilmemis bir w komsusuna
sahip oldugu anlamina gelir. Bu durumda Baskin oyuncu hamlesini u kdse noktasini
secerek yapar ve dolayisiyla v ile w kose noktalarini domine edip, u ile w kose
noktalarint doyurur. Bir 6nceki durumda oldugu gibi " > s+2 ve d > d +2

sonuglari elde edilerek ayni sekilde y,(G) < (2n — s — d) /3 esitsizligi gergeklenir.
¢ yni § Ve $ 81 gere

Geriye kalan tek olasilik olan, v kose noktasinin domine edilmis fakat u kose
noktasinin domine edilmemis oldugu varsayilsin. Eger u kose noktasinin heniiz
domine edilmemis bir w komsusu varsa, Baskin oyuncu bu w kose noktasim
secerek hamle yapar. Boylece u ile w kose noktalarint domine edip, v ile w kose
noktalarin1 doyurur. Buradan da yine s > s+ 2 ve d° > d + 2 sonuglan elde
edilerek y,(G) < (2n — s — d)/3 esitsizliginin gergeklendigi goriiliir. Son olarak
eger u kose noktasinin heniiz domine edilmemis bir komsusu yoksa, C bileseni en
az li¢c kose noktasina sahip oldugundan, u kose noktasinin v kose noktasindan
farkli en az bir ¢+ komsusu vardir. Bu durumda Baskin oyuncu ¢ kdse noktasim
secerek hamle yapar. Boylece u# kose noktasini domine eder ve f ile v kose
noktalarint  doyurur. u kose noktasinin domine edilmemis komsusu

bulunmadigindan, bu hamle u# kose noktasini da doyurur. Buradan s’ > s+ 3 ve
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d’ > d + 1 sonuglari elde edilir. O halde

Y(G) < 1+y,(G)

1
1+§(2n—s’—d’+1)

IA

IA

1
1+§(2n—(s+3)—(d+1)+1)
1

= §(27’l -85 — d)
olup esitsizlik yine saglanir.

2.Durum: C bileseninin yapragi yoktur. ilk olarak C bilesenindeki bazi domine
edilmemis v kose noktalarinin, en az iki domine edilmemis komsusu oldugu
varsayilsin. Bu durumda Baskin oyuncu v kdse noktasi ve onun domine edilmemis
komgular1 olmak iizere, en az iic kose noktasint domine eden v kodse noktasin
secerek hamlesini yapar. Ayni zamanda bu hamle ile v kdse noktasimi doyurur.

Buradan s > s+ 1 ve d’ > d + 3 sonuglari elde edilir. O halde

Y5(G) < 1+7,(G)
1
< 1+§(2n—s’—d’+1)

IA

1
1+§(2n—(s+1)—(d+3)+1)
1

= §(2n —-s—d)
olup esitsizlik saglanir.

C bileseninde hicbir domine edilmemis kose noktasinmin, iki veya daha fazla
domine edilmemis komsusunun var olmadig1 durum incelenmelidir. Aksi halde istenen
sinirin gecerli oldugu yukarida goriilmiistiir. C bilesenindeki bazi domine edilmemis
kose noktalarinin, tam olarak bir tane domine edilmemis komsusu oldugu varsayilsin. u
kose noktasi, v kose noktasinin domine edilmemis komsusu olsun. Varsayim geregi, u
kose noktasinin baska domine edilmemis komsusu yoktur. Baskin oyuncu hamlesini u
kose noktasini secerek yapar. Bu hamle hem u hem de v kose noktasini domine eder ve
doyurur. Buradan s” > s + 2 ve d’ > d + 2 sonuclar1 elde edilerek daha dnce oldugu gibi
Y¢(G) < (2n — s — d)/3 esitsizligi gerceklenir.

Kalan son olasilik olan, C bileseninin hi¢bir domine edilmemis komsu kose noktasi
cifti icermedigi varsayisin. G’ izole edilmemis ve domine edilmemis bir kdse noktasi
icermediginden, C en az bir ¢ift komsu kose noktasi icerir. Bunlardan da en az birinin
domine edilmis olmas1 gerekir. v kdse noktasi, C bileseninde domine edilmis bir kose

noktasi olsun. C bileseninin yapragi bulunmadigindan, v kose noktasinin en az iki
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komsusu var olmalidir. Kiiciiltiilmiis cizgede hicbir kenar iki domine edilmis kose
noktasini birlestiremeyeceginden, v kdse noktasinin tiim komsulart domine edilmemistir.
u ve w kose noktalari, v kose noktasinin domine edilmemis iki komsusu olsun. Varsayim
geregi, ne u ne de w kose noktasinin domine edilmemis komsular1 yoktur. Bu durumda
Baskin oyuncu hamlesini, hem u# hem de w kose noktalarini domine eden v kose
noktasini secerek yapar. Boylece u, v ve w kose noktalarini doyurur. Buradan s” > s + 3
ve d’ > d + 2 sonuglari elde edilir. O halde

¥5(G) < 1+7v,(G)
1
< 1+§(2n—s'—d’+1)
1
< 1+§(2n—(s+3)—(d+2)+1)
1
< §(2n—s—d)

olup esitsizlik yine saglanir. Bu da ispati tamamlar. O

13



KAYNAKCA
[1] Akyar, E. (2021). Cizge Kuramina (Graf Teorisine) Giris, Seckin Yayincilik, Ankara.
[2] Bokhary, S. A. U. H. and Igbal, T. and Ali, U. (2018). Game chromatic number of

Cartesian and corona product graphs. Journal of Algebra Combinatorics Discrete

Structures and Applications, 5 (3), 129-136.

[3] Enomoto H., Fujisawa J. and Matsumoto N. (2023). Game chromatic number of strong

product graphs. Discrete Mathematics, 346 (1), 113—-162.

[4] Henning, M. A. and Kinnersley W. B. (2016). Domination Game: A proof of the 3/5—
Conjecture for graphs with minimum degree at least two. SIAM Journal On Discrete
Mathematics, 30 (1), 20-35.

14



EKLER

15



OZGECMIS

ORCID ID
Adi-Soyadi : XY
Yabanc1 Dil : Ingilizce

Egitim ve Mesleki Ge¢misi:

Yayinlar1 ve/veya Bilimsel/Sanatsal Faaliyetleri:

* X

e Y
Odiilleri:

* X
Y

Mesleki Birlik/Dernek/Kurulus Uyelikleri:

* X

Y



