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Calculo do Determinante

@ Ordem 1:
A= ( ail )1><1 = det(A) = a1
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Calculo do Determinante

@ Ordem 1:
A= ( ail )1><1 = det(A) = a1

@ Ordem 2:

a a
A= 1 12 = det(A) = a11d22 — ai2ani
a1 an /..,
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Calculo do Determina

@ Ordem 1:
A= ( ail )1><1 = det(A) = a1

@ Ordem 2:

a a
A= ( 1 12 > = det(A) = a11d22 — ai2ani
2x2

az1 a2
@ Ordem 3:
d11 412 413 d11 412 413
A= ar1 ay azs = det(A) = | a1 azp ass
431 d32 433 / 5 4 431 4d32 433

= 311822833 1+ 3128233831 + 313821332 — 313822331 — 312821333 — 311823332
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= det(A) = —6

= det(A) =1(—4) — (-2)3=—-4+6=2
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1 3 -1
A=|5 2 o0
4 -2 -3

3x3
1 3 —-1]1 3

=  det(A)=|5 2 0 |5 2 =63-6=57.
4 —2 3|4 =2
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de Laplace

Vimos que
a1l a2 a3
Al =1 a21 a2 a3
431 d32 4as3

= a11a22d33 — 11323432 + 312323431 — 312321333 + 313321332 — 313322331

= ar1(axass — ar3asn) + ai2(a23a31 — a21a33) + ai3(az1as2 — axasi)

a1 a»
das31 as2

a1 ax
asi

az azs

+ a1z
asz ass

= a1 + a13
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Observe que o determinante da matriz inicial 3 x 3 pode ser expressa em
funcdo dos determinantes de submatrizes 2 x 2, isto é

detA = 311|A11‘ — 812’/412’ + 313‘/413‘, onde A,'J' € a submatriz da inicial, de
onde a i-ésima linha e a j-ésima coluna foram retiradas. Além disso, se
chamarmos

Aj = (—1)™J|A;], obtemos

detA = a11A11 + a10Q12 + 31313
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Caso Geral n x n

Se A é uma matriz quadrada n x n, entdo
n
detA = ajiAjn + aplip + -+ + ainAip = Z ajjAjj
j=1

onde Aj;é chamado cofator de aj;.

Calcule o determinante:

-1 2 3 -4
4 2 0 0
AI=1_12 3 o
2 0 5 1

Azuaite A. Schneider (IFPR) Algebra Linear 21 de agosto de 2018 7 / 50



Solugdo:

detA = a21 D01 + a2 Q22+ a23 003 + a4 Aog = 4021 +2A22+ 0023 +0A24

2 3 —4

Ny = (-1t 2 -3 0 |=(-1)3%(-52)=52
0 5 1
-1 3 -4

App=(—1)*"2| -1 -3 0 |=(-1)*2=2
2 5 1

;. detA=452422 =212
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Matriz Adjunta e Matriz Inversa

Definicao

Matriz dos cofatores de A é a formada pelos cofatores Ajj da matriz A.

A — (A :
<~ ( l_/)ordem igualade A

Matriz dos cofatores

Determine a matriz dos cofatores da matriz A.
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Solucdo

. A1n A A

A=(Aj)axz=| A Ax Ay
Az1 Az Az

Aqp = (—1)H1? L4 =1.(5—-24)=-19
6 5

Ap=(—1+2| 3 Ho Cis—a) =19
4 5

A= (12| | =1(-18-1) = 19
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_(_1)2+1 _ _
Dy = (1) 6 5 1.(5)=5
Doy = (—1)2+2 ) g =1.(10) =10
Doz = (—1)%F3 ) é =-1.(12-1) = —11
10
_(_1)3+1 _ _
Az = (—1) L 4 |=1(8)=4
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2 0

_ (_1)3+2
Az = (1) -3 4
2 1

_ (_1)3+3
A33_( 1) -3 1
i 19
A:(Aij)3><3: -5
4
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— —1.(8)= -8
=1(2+3)=5
19 —19

10 —11

-8 5
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Definicao

Dada uma matriz quadrada A, chamamos de matriz adjunta de A a
transposta da matriz dos cofatores de A.

Adj(A) = (A)*

| \

Exemplo
Pelo exemplo anterior, temos que a matriz adjunta de A é dada por:

~19 -5 4
Adj(A)=(A)t=| 19 10 -8
~19 -11 5

3x3
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Calculando agora A.adj(A)temos :

2 10 -19 -5 4

-3 1 4 19 10 -8

1 6 5 -19 -11 5
—-38+19 —-10+10 8—38

= 574+19-76 15+10—-44 -12-8+20
—19+4+144-95 —-5+4+60—-55 4-48+25

~19 0 0
= o -19 0 |=(-19).h
0 0 -19
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Como
2

1

detA=| =3 1
1 6

Temos que

=-19

1~ O

A.adj(A) = det(A).I
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Teorema

Se A é uma matriz quadrada, ent3o:

A.adj(A) = det(A).I,

Demonstracao: Sendo

A.adj(A) = (cuv)nxn

temos que
n
Cuv = Z auk-Avkl
k=1
Assim, se
n
u=v= Cyy = Z auk.Auk
k=1

Cow = antDu1 + aDyp + -+ aunDyn = detA?

YA adj(A) é a transposta da matriz dos cofatores, portanto, temos A e ndo Ag,.
2Pelo desenvolvimento de Laplace.
Azuaite A. Schneider (IFPR) Algebra Linear 21 de agosto de 2018 16 / 50




Seu#v
n
= Cyv = Z auk-Avk
k=1
= aulAvl + au2Av2 +- aunAvn =detB =0

onde B é uma matriz obtida a partir da substituicdo da linha v pela linha
u da matriz A. Ent3o as linhas u e v da matriz B s3o idénticas, logo pela
propriedade P5 da aula anterior temos que detB = 0.

Assim,
Cyy = detA, se u=ve

cuw =0, se u#v.

o Aadj(A) = (cuv)n = (detA).d, [ |
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Definicao
Dada uma matriz quadrada A de ordem n, chamamos de inversa de A a
uma matriz B tal que

AB=BA=1I,
onde I, é a matriz identidade de ordem n. Escrevemos A~! para a inversa
de A.

Observacao

| \

Vimos anteriormente, que

A.adj(A) = (detA).I,

Entao A.ﬁ = I, se detA # 0.Deste modo,
detA
1
—.adjA=A"L.
detA 2 )
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Teorema

Uma matriz quadrada A admite inversa se, e somente se, detA # 0.

Demonstracao:

(<) Observagdo anterior.

(=) Se A admite inversa, entdo existe uma matriz B tal que,
AB =1,

= det(AB) = det(I,)
detA.detB =1
detA # 0 |
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Definicao

Dizemos que uma matriz A é singular se detA = 0 e é ndo-singular se
detA # 0.
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Exemplo

N

Vimos no iltimo exemplo que a adjunta da matriz A= | -3

—t

(o) I C N

o1 b~ O
D

-19 -5 4
a matriz adjA = 19 10 —8 | e que o determinante de A é
-19 -11 5
detA = —19. Assim pela dltima observagdo temos que a inversa de A
existe e é dada por

1 1 5/19 —4/19
A‘lzth.ade: -1 —10/19 8/19
€ 1 11/19 —5/19
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. ; a b
Calcule a inversa da matriz A = < )

Solugao

detA:ad—bceA:(All A1 >,Iogo

Ay A
A = (-1)"Yd| =d
App = (—1)2|c| = —¢

Ay = (—=1)>TYb| = —b

A22 = (—1)2+2|3| =a
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Assim,
- d —-b
- _ t _
adjA = (A)F = ( ¢ 2 >
1
Al = .adjA
detA ad
d —-b
Al detA  detA
—C a
detA detA
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Sub-exemplo

Determine a inversa da matriz

Solucao:

= (T3 )
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Propriedades

Propriedade 1
Se A e B s3o matrizes quadradas de mesma ordem, ambas inversiveis,
entdo AB também é inversivel.

De fato,
AB.X = I,
(AH).ABX = AL,
BX = A71
B71BX =B 1A!
X=B"1A"1

= (AB)1=8B"1A"1

21 de agosto de 2018 25/

Azuaite A. Schneider (IFPR) Algebra Linear



Propriedade 2
Nem toda matriz tem inversa (basta ser singular, ou seja, detA = 0).

1 2
A= ( 5 4>:>detA—4—4—0

. AL nio existe!

1 2 x y\_(10
Observequese(2 4)(2 W>_(0 1>

x+2z=1 2(x +2z=0)
Teriamos que 2x+4z=0 = 2.1=0 (Absurdo!)

y+2w=0 20y +2w) =1

2y +4w =1 =2.0=1 (Absurdo!)
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Propriedade 3

Se A tem inversa, entdo detA~1 = ——
detA

De fato,
AAL =,
det(A.A71) = det(l,)
detA.detA™1 =1

1
detA~! = JetA pois detA # 0
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Regra de Cramer

O célculo da inversa de uma matriz fornece um outro método de resolucdo
de sistemas lineares de equagdes.

Este sé se aplica a sistemas lineares em que o nlimero de equag¢des é igual
ao ndmero de incégnitas.

Suponha que queremos resolver o seguinte sistema linear.

ailxy + apxe + -+ ainxp = by

aix1 + amxe + - 4+ awmxp, = b
(x) =

amix1 + amxe + -+ amnXn = bnm
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Na forma matricial temos:
AX =B

Suponha que detA # 0
Entdo existe A~ tal que A~L.A = |,

Assim, g
_ aay
X=A'B X =
= detA
Logo,

X1 A Ay - Ap by
|1 A Ay -+ Ap by
= detA’ T N
Xn A1n A2n Ann bn
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Desse modo,

Azuaite A. Schneider (IFPR)

X1

X2

Xn

b1A11 + by Aoy + - bpApm
detA

b1A1x + bpAyp + -+ - byAp
detA

o biA1n + b Aoy + - bpApy

detA

Algebra Linear
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Ou seja,

X1 =

X2 =

Xp =

Azuaite A. Schneider (IFPR)

all
a

anl

ai
ani

anl

a2
a2

an2

by

ai2
ano

an2

Algebra Linear

dln
azn

ain
azn

ann

b
by

21 de agosto de 2018

31/ 50



Portanto, podemos generalizar a solu¢do de cada incégnita através da
expressao:

detA;

X; = 1<i<n
" odetA’ T T~

Onde A; é a matriz obtida pela troca da coluna i da matriz A pela coluna
1 da matriz B.
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1
Determine a solugcao do sistema x + 3z = 5
0

2y — z =
Solucao:
2 -3 7 1
A=11 0 3 eB=1[5
0o 2 -1 0
2 -3 7 1 -3 7
detA=]1 0 3 |=-1 detA;=|5 0 3 | =49
0 2 -1 0 2 -1
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2 1 7 2 -3 1
detAob =11 5 3 |=-9 detAs=|1 0 5 |=-18
0 0 -1 0 2 0

detAq 49
p— = — = —4
detA -1 ?
. detAs . ;9 _9
 detA -1
detAs —18
= = — =18.
detA -1
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Matrizes Elementares

Considere a matriz A, onde A = 2 -1 3
5 1 4
Temos que
Ly 1 0 2 1 00 1 0 2
A= 2L, -2 6 |=1020 -1 3
L3 5 1 4 0 01 5 1 4
Ly 1 0 2 1 00 1 0 2
A" = I3 5 1 4 | =001 2 -1 3
Ly 2 -1 3 0 1 5 1 4
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Ly 1 0 2 10 O 1 0 2
A" = Ly 2 -1 3 |]=(10120 2 -1 3
2L, — L3 -3 -1 0 2 0 -1 5 1 4

Uma matriz elementar é uma matriz obtida a partir da identidade, através
da aplicacdo de uma operacdo elementar com linhas.

Teorema

| A

Seja A uma matriz qualquer, o resultado da aplicacdo de uma operagdo
elementar com as linhas de A € o mesmo que o resultado da multiplicacdo
da matriz elementar E correspondente a operacdo com as linhas pela
matriz A.

A\
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Corolario
Uma matriz elementar E; € inversivel e sua inversa é a matriz elementar
E, que corresponde a operacdo com linhas inversa da operacdo efetuada

por E;.

Determine a matriz elementar E;, inversa da matriz elementar

1 00
Et=10 20
0 01

Entdo, detE; =2#0 = E; admite inversa (ndo-singular).
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Assim,

1 00 a b c 1 00
EEE=1l,<]1 0 2 0 d e f|]=1010
0 01 g h i 0 01
a b ¢ 1 00 a=1 d=0 g=0
=1 2d 2 2f |=[010|= b=0e=1/2 h=0
g h i 0 01 c=0 f=0 1i=1
1 0 0
LE=|01/2 0
0 0 1
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Determine a matriz elementar E,, inversa da matriz elementar

Et=(0 01

o
—
o

detEy = —1 # 0 = E; admite inversa.

Assim,
100 a b c 100
EE=Il< |00 1 def|=[(010
010/ \g h 00 1
a b 100 a=f=h=1
e h i =010 = i —d—e—0
d e f 001 CeTETImaTes
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‘_E2:

O O =
= O O
O = O

Determine a matriz elementar E,, inversa da matriz elementar

1 0 O
Et=| x —y O xL; — ylo
0 0 1
detE; = —y # 0,= E; admite inversa.
Assim,

1 0 O a b c 1 00

EEE=L< | x —y O d e f|=1010

0 0 1 g h i 001
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a b c 100
= | ax—dy bx—ey cx—fy |=1 01 0
g h i 001
a=1 ax—-dy=0=d=x/y g=0
= b=0 bx—ey=1=e=-1/y h=0
c=0 ex—fy=0=f=0 i=1
1 0 0
“Eb=| x/y —-1/y 0 (xL1 — Lp)/y
0 0 1
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Inv L;
L} = kL " L=k = L=
=1
L =L Inv L; Lj-
L =L, - Li=1 )
Li = XLj — yL,
Li = XLJ — _yL, Inv Li - XL] - .yL:
~> yL;v:XLj—L,'iL:-:(XLj—L,')/y
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Determine a inversa da matriz elementar dada
1 00 O
010 O
E=lo001 o
0 3 0 —4
Solucao:
L, — L
L =3Lp — 4Ly~ Ly =3Ly — 4Ly = —4L) = L4 — 3L, = L] :%
1 0 0 0
0O 1 O 0
=10y 0 1 o
0 3/4 0 —-1/4
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Procedimento para a inversao de uma Matriz

Teorema

Se A é uma matriz inversivel, sua matriz-linha reduzida & forma
escalonada, é a identidade. Além disso, € dada por um produto de
matrizes elementares.

De acordo com o teorema acima temos que
ILh=AEE...E,1E,

= FE...E,=A""!
= EE, 1...BE.1=A1
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Teorema

Se uma matriz A pode ser reduzida a matriz identidade, por uma sequncia
de operagoes elementares com linhas, entdo A € inversivel e a matriz
inversa de A € obtida a partir da matriz identidade, aplicando-se a mesma
sequéncia de operagdes com linhas.

2 1 0 0

. . . . 1 0 -1 1
Determine, se existir, a inversa da matriz: A = 001 1 1
-1 0 0 3
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Solucao:

Ly 2 1 0 O 1000

Ly 1 0 —-11 0100

L3 0o 1 1 1 0010

Ly -1 0 0 3 0 001

la Etapa (Pivo ai1)

Ly 210 0 :1 0 00
Ly — 2L, 012 -2 .1 -200

L3 011 1 -0 0 10
Ly + 2L, 010 6 :1 0 02
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2a Etapa (Pivé axp)

Ly — L -2 0 2 =2 0 -2 0 0

Ly 0 1 2 -2 1 -2 0 0

Ly — L3 0 01 -3 1 -2 -1 0
Ly — L4 0 0 2 -8 0 -2 0 -2

3a Etapa (Pivd as3)

23— 14 2 00 —4 2 -2 -2 0

23— Ly 01 0 —4 1 -2 -2 0

L3 0 01 -3 1 -2 -1 0

23 — Ly 00 0 2 2 =2 =2 2
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4a Etapa (Pivb ass)

2L4 + Ly 2 0

204+ Ly 0 -1

3Ly 4+ 2L3 0 O

Ly 0 0

5a Etapa (/,)

L1/2 1 00

L/ —1 010

L3/2 0 01

Ly/2 0 0O
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00
00
2 0
0 2
05 3
0 . -5
0 - 4
1 1
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N O 1 O

—6
—6

—10

—6
—6
—8

N O AR
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| -5 6 6 -4
A 4 -5 —4 3
1 -1 -1 1
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Exercicio

Determine, se existir, a inversa da matriz

1 20
A=| -2 3 4
2 0 2
Solucgao:
1/5 —2/15 4/15
At=| 2/5 1/15 -2/15
-1/5 2/15  7/30
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